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В данной работе явление лопсайдности, связанное с наблюдаемым эффектом смещения ядра спираль-
ной галактики от ее геометрического центра, объясняется гравитационной неустойчивостью отдельных
мод возмущения. Главными из них являются моды возмущений с радиальным волновым числомN = 3
и N = 5, где азимутальный индекс m = 1. В отличие от других авторов, явление неустойчивости
асимметричности исследовано нами на фоне нестационарной модели нелинейно пульсирующего диска.
Выявлены механизмы и критерии происхождения явления смещения ядра в спиральных галактиках.
Кроме того, для определения зависимости данного эффекта от геометрии гравитирующей системы
нами проведен анализ лопсайдных мод возмущений в рамках сферической нестационарной модели.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Согласно современным наблюдениям, минимум
у 30% спиральных галактик проявляется асиммет-
ричное расположение ядра, то есть его смещен-
ность от геометрического центра (см., например,
Weinberg, 1995; Swaters et al., 1999; Heller et
al., 2000; Swaters et al., 2002; Jog and Maybhate,
2006; Reichard et al., 2008; Espada et al., 2011;
van Eymeren et al., 2011a; van Eymeren et al.,
2011b и ссылки в них). При этом имеется яв-
ная асимметрия в распределении массы и ярко-
сти относительно геометрического центра системы,
причем кривые вращения двух противоположных
сторон явно отличаются друг от друга. Заметим,
что изофоты плотности имеют вполне определен-
ный центр, сильно смещенный от геометрического
центра галактики. Впервые на это явление указа-
но, по-видимому, в статье Baldwin et al. (1980),
где было изучено распределение нейтрального во-
дорода Н I в 20 галактиках. Noordermeer et al.
(2001) и Christlein and Zaritsky (2008) наблюдали
аналогичную асимметрию также и в распределе-
нии звезд. Они обнаружили неосесимметричное
(m = 1) распределение поверхностной плотности
старых звезд во внутренней оптической области
диска. Многие авторы (например, Noordermeer et
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al., 2001; Bournaud et al., 2005a; Angiras et al., 2006,
2007; Christlein and Zaritsky, 2008) стараются об-
работать данные наблюдений с целью определения
значения A1 — амплитуды первой азимутальной
Фурье-компоненты (m = 1) поверхностной ярко-
сти, что является количественной мерой лопсайд-
ности дисков. Были проведены аналитические и
численные моделирования распределения m = 1 в
пределах нескольких парсеков во внутренних об-
ластях некоторых галактик (Statler, 2001; Jarrett
et al., 2003; Peiris and Tremaine, 2003; Jog and
Combes, 2009; Reichard et al., 2009). А в работах
Zaritsky and Rix (1997), Jog (1997, 2002), Andersen
and Bershady (2002), Bournaud et al. (2005a,b), Jog
and Maybhate (2006), Saha et al. (2007), Reichard
et al. (2010), Wu et al. (2010) приведены имею-
щиеся точки зрения на проблему происхождения
явления смещения ядра в спиральных галактиках.
Например, в качестве причин происхождения дис-
ковой лопсайдности были предложены приливное
взаимодействие между галактиками (Andersen and
Bershady, 2002; Jog, 1997, 2002; Bournaud et al.,
2005b; Saha et al., 2007; Reichard et al., 2010; Wu
et al., 2010), асимметричная аккреция вещества
спутниковой галактики (Bournaud et al., 2005a) или
слияние галактик (Zaritsky and Rix, 1997; Jog and
Maybhate, 2006).

Здесь надо отметить, что одним из основных
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физических механизмов происхождения галак-
тик и их крупномасштабных структур является
именно гравитационная неустойчивость. Поэтому
процесс формирования лопсайдных спиральных
галактик можно объяснить также неустойчивостью
конкретных мод возмущений. Однако до сих пор
эти лопсайдные неустойчивости исследовались
аналитически в рамках строго равновесных мо-
делей самогравитирующего диска (Fridman and
Polyachenko, 1984; Binney and Tremaine, 1987;
Bisnovatyi-Kogan, 1993), тогда как в реальности
эти процессы происходят на фоне явно нелинейно
нестационарных состояний дисковой подсистемы
галактик. Исходя из этого, в данной работе мы
рассматриваем этот процесс на фоне нестаци-
онарной дисковой модели. Отметим, что среди
различных нестационарностей особое место зани-
мает радиальная пульсация самогравитирующего
диска (Fridman and Polyachenko, 1984; Nuritdinov,
2023). Нами построена радиально колеблющаяся
составная модель самогравитирующего диска с
анизотропной диаграммой скоростей. Для по-
следней мы применили линейную суперпозицию
двух аналитически точных моделей с одинаковым
законом нестационарности. На фоне построенной
нами модели исследована проблема гравитацион-
ной неустойчивости крупномасштабных лопсайд-
ных мод возмущений. Получены нестационарные
аналоги дисперсионных уравнений (НАДУ) для
данных мод возмущений. На основе результатов
численных расчетов этих уравнений построены
критические диаграммы начального вириального
отношения от параметра вращения модели.

Здесь нас интересует также следующий во-
прос: лопсайдность возникает в период коллап-
са сфероидальной протогалактики или смещенное
ядро может образоваться на более поздних ста-
диях эволюции, когда уже сформировалась дис-
ковая подсистема галактик? Таким образом, для
выяснения зависимости лопсайдного эффекта от
геометрии гравитирующей системы необходим так-
же анализ лопсайдных мод возмущений в рамках
сферической пульсирующей модели (Nuritdinov,
1991; 1993). С помощью полученных результа-
тов выполнен сравнительный анализ инкрементов
гравитационной неустойчивости лопсайдных мод
возмущений на фоне дисковой и сферической нели-
нейно пульсирующих моделей.

2. СОСТАВНАЯ НЕСТАЦИОНАРНАЯ
МОДЕЛЬ САМОГРАВИТИРУЮЩЕГО

АНИЗОТРОПНОГО ДИСКА

Как мы отметили выше, нелинейно неравно-
весная модель дискообразных систем должна со-
держать в себе, прежде всего, главные характер-
ные черты глобальной нестационарной стадии их

эволюции. Поскольку все виды нестационарности
в рамках одной модели учесть сразу невозмож-
но, на первых порах достаточно уделить внима-
ние глобальным радиальным пульсациям систе-
мы как целого. Вот почему в качестве исходного
состояния мы построим радиально колеблющу-
юся дисковую модель с анизотропной диаграм-
мой скоростей на основе нелинейной изотропной
модели (Nuritdinov, 1993), которая, в свою оче-
редь, является нестационарным обобщением рав-
новесного диска (Bisnovatyj-Kogan and Zel’dovich,
1970). Данная нестационарная модель в инерци-
альной системе координат имеет следующую фазо-
вую плотность (Nuritdinov, 1993; Nuritdinov et al.,
2008):

Ψis (r, vr, v⊥, λ,Ω, t) =

=
σ0

2πΠ
√
1−Ω2

[

1− Ω2

Π2

(

1− r2

Π2

)

− (vr − va)
2 − (v⊥ − vb)

2
]−1/2

χ(R− r),

(1)

где Ω — угловая скорость вращения диска
(0≤ Ω≤ 1), χ — функция Хэвисайда, а va и vb —
компоненты скорости центроида в радиальном и
трансверсальном направлениях соответственно:

va = −λ r sinψ√
1− λ2Π2

, vb =
Ω r

Π2
.

Отметим также, что здесь принята известная
нормировка π2Gσ0 = 2R0 (R0 = 1). Подробно
все остальные обозначения описаны в работах
Nuritdinov (1993) и Nuritdinov et al. (2008).

Фазовая плотность (1) совершает радиальные
пульсации по закону R(t) = R0Π(t), где

Π(t) =
1 + λ cosψ

1− λ2
, t =

ψ + λ sinψ

(1− λ2)3/2
,

причем ψ — вспомогательная переменная вместо t,
амплитуда радиальных колебаний λ = 1− (2T/|U |)0
выражается, очевидно, через значения вири-
ального отношения в момент времени t = 0, то
есть 0≤ λ≤ 1, и при λ = 0 (когда начальное
значение вириального отношения (2T/|U |)0 = 1)
модель (1) совпадает с равновесной конфигурацией
(Bisnovatyj-Kogan and Zel’dovich, 1970).

Нелинейно нестационарная модель (1) изотроп-
на по компонентам скорости, как и ее равновесная
версия (Bisnovatyj-Kogan and Zel’dovich, 1970).
Поэтому модель (1) является несколько идеальной,
а более реальной следует считать анизотропную
по скоростям нестационарную конфигурацию. От-
метим, что на основании (1) мы можем построить
для дисковых самогравитующих систем ряд новых
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нестационарных моделей с анизотропной приро-
дой, если усредним модель (1) по параметру Ω, то
есть

Ψanis =

∫ +1

−1

Ψis ρ(Ω)dΩ, (2)

где весовая функция ρ(Ω) удовлетворяет условию
(Fridman and Polyachenko, 1984; Nuritdinov, 2023)

∫ +1

−1

ρ(Ω)dΩ = 1.

Анализ различных случаев показывает, что для
построения аналитически решаемой анизотропной
модели можно взять весовую функцию в виде

ρ(Ω) =
8

π
Ω2
√

1− Ω2.

Тогда из (2) легко находим соответствующую новую
фазовую плотность

Ψanis (r, vr, v⊥, t) =
2σ0
π

[

2r2v2⊥ +

(

1− r2

Π2

)

×
(

1−Π2v2⊥
)

−Π2 (vr − va)
2

]

(3)

×χ
[(

1− r2

Π2

)

(

1−Π2v2⊥
)

−Π2 (vr − va)
2

]

.

Известно, что для построения пульсирующей
и вращающейся модели достаточно умножить (3)

на
[

1 + ω(xvy − yvx)
]

, где ω — новый параметр

твердотельного вращения. Ниже нас интересует
только эффект лопсайдности и потому достаточно
ограничиться случаем ω = 0. Для того чтобы учесть
некоторые возможные промежуточные состояния,
находящиеся между изотропной и построенной на-
ми анизотропной моделями, далее мы будем рас-
сматривать более сложную модель в виде

Ψ(r,v,Ω, λ, ν, t) = νΨis(r,v, λ,Ω, t)

+ (1− ν)Ψanis (r,v, λ, t),
(4)

где параметр суперпозиции ν так же, как Ω и
λ, принимает значения из интервала [0; 1]. Таким
образом, построенная нами составная модель (4)
является трехпараметрической и позволит охва-
тить более широкие возможные начальные состо-
яния нестационарной стадии эволюции дисковых
самогравитирующих систем.

Нестационарная трехпараметрическая мо-
дель (4) с анизотропной диаграммой скоростей со-
вершает строгие радиальные колебания с периодом

P (λ) =
2π

(1− λ2)3/2
,

а соответствующая ей поверхностная плотность
имеет вид

σ(r, t) =
σ0
Π2

√

1− r2

Π2
.

Теперь же, налагая малое возмущение на неста-
ционарную модель (4), можно изучать ее гравита-
ционные неустойчивости относительно конкретных
мод возмущений. Это необходимо для нахождения
условия и критериев формирования той или иной
структуры в дисковых галактиках.

3. ЛОПСАЙДНЫЕ МОДЫ ВОЗМУЩЕНИЙ

По аналогии с теорией устойчивости равновес-
ных моделей, для анализа и нахождения критериев
неустойчивости нелинейно неравновесной модели
необходим вывод НАДУ рассматриваемых мод
возмущений. С этой целью, налагая в общем случае
на нестационарную модель малое несимметричное
возмущение с потенциалом δΦ, в (Nuritdinov et al.,
2008) мы вывели основное уравнение для вектора
смещения центроида δr:

Λδr = Π3(ψ)

[

∂(δΦ)

∂r

]

, (5)

где черта сверху означает усреднение по простран-
ству скоростей, а оператор Λ имеет следующий вид:

Λ = (1 + λ cosψ)
d2

dψ2
+ λ sinψ

d

dψ
+ 1.

Решение уравнения (5) может быть представлено в
интегральной форме

δr =

∫ ψ

−∞
Π3 (ψ1) S (ψ,ψ1)

[

∂(δΦ)

∂r

]

dψ1, (6)

причем S (ψ,ψ1) является аналогом функции Грина
для однородного уравнения, соответствующего (5).
Остается уточнить вид возмущения δΦ. В частно-
сти, для случая горизонтальных колебаний само-
гравитирующего диска в его плоскости возмущение
потенциала можно взять в виде (Antonov, 1976;
Fridman and Polyachenko, 1984; Nuritdinov et al.,
2008):

δΦ = ANm(ψ)r
N−m(x+ iy)m (r =

√

x2 + y2).
(7)

Напомним, что N и m — радиальное и азиму-
тальное волновые числа соответственно, а неиз-
вестный коэффициентANm(ψ), в отличие от случая
стационарных моделей, у нас является функцией
от времени. Отклик плотности δσ вычисляем по
формуле:

δσ = −∂(σδx)
∂x

− ∂(σδy)

∂y
. (8)
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Однако из теории потенциала диска известно
(Fridman and Polyachenko, 1984; Nuritdinov et al.,
2008), что возмущению плотности

δσ =
σ0Π

ξ
PmN (ξ)eimϕ

(

ξ =

√

1− r2

Π2

)

(9)

соответствует возмущение потенциала

δΦ = 2Π2γmNP
m
N (ξ)eimϕ, (10)

где

γmN =
(N +m− 1)!!(N −m− 1)!!

(N +m)!!(N −m)!!
.

Сравнивая между собой формулы (7), (8), (9) и
(10), получим искомое НАДУ для исследуемых мод
возмущений.

Поскольку здесь нас интересует прежде все-
го явление смещения ядра, далее, при фиксиро-
ванном значении азимутального волнового числа
m = 1, рассмотрим крупномасштабные моды воз-
мущенийN = 1, 3 и 5. Отметим, что мода возмуще-
ния (N=1; m=1) изучена ранее Bisnovatyj-Kogan
and Zel’dovich (1970) для стационарной модели
диска, а в работе Mirtadjieva et al. (2011) данная
мода была рассмотрена нами для нестационарной
модели (1). Таким образом, в работах Bisnovatyj-
Kogan and Zel’dovich (1970) и Mirtadjieva et al.
(2011) показано, что эта мода с N = 1 связана со
смещением всей системы как целого и является
полностью устойчивой на фоне стационарной и
нестационарной дисковых моделей. Поэтому ниже
подробный анализ мы дадим для случаевN ≥ 3 при
фиксированном m = 1.

3.1. Случай N = 3, m = 1

Как известно (Fridman and Polyachenko, 1984;
Binney and Tremaine, 1987), неустойчивость данной
моды возмущений смещает кинематический центр
системы и вызывает деформацию, напоминающую
результат проекции яйца на плоскость (x, y). Во-
обще говоря, эта мода возмущений довольно хоро-
шо изучена для различных стационарных моделей
(см., например Fridman and Polyachenko, 1984,
Binney and Tremaine, 1987, Bisnovatyi-Kogan, 1993
и ссылки в них).

Поскольку в этом случае

δΦ = A31(ψ) r
2(x+ iy),

то компоненты смещения центроида находим по
аналогии с (6):

δx =

∫ ψ

−∞
Π3 (ψ1)S (ψ,ψ1)A31 (ψ1)

×
[

2x1 (x1 + iy1) +
(

x21 + y21
)

]

dψ1,

(11)

δy =

∫ ψ

−∞
Π3 (ψ1)S (ψ,ψ1)A31 (ψ1)

×
[

2y1 (x1 + iy1) + i
(

x21 + y21
)

]

dψ1,

(12)

расчет которых требует использования процеду-
ры осреднения по скоростям. Согласно Nuritdinov
et al. (2008), мы имеем в частности

x1 (x1 + iy1) = x(x+ iy)H2
α + [x(u+ iϑ)

+ (x+ iy)ū]HαHβ + u(u+ iϑ)H2
β,

x21 + y21 =
(

x2 + y2
)

H2
α

+ 2(xū+ yϑ̄)HαHβ +
(

u2 + ϑ2
)

H2
β,

где u и ϑ — компоненты скорости по x и y соответ-
ственно,

Hα =
cosψ (λ+ cosψ1) + sinψ sinψ1

1 + λ cosψ
,

Hβ = (1− λ2)−3/2[sinψ1(λ+ cosψ)

− sinψ(λ+ cosψ1)].

Подставляя эти результаты в (11) и (12), находим
отклик плотности с помощью формулы (8) и, сопо-
ставляя полученные результаты со следующими их
теоретическими выражениями

δσ = σ0Π ξ
−1PmN (ξ) eimϕ = σ0Π ξ

−1P 1
3 (ξ) e

iϕ,

δΦ = 2Π2 (N +m− 1)!! (N −m− 1)!!

(N +m)!! (N −m)!!

× PmN (ξ)eimϕ =
3

8
Π2P 1

3 (ξ) e
iϕ,

получаем НАДУ для лопсайдной моды возмущения
(3; 1) в дифференциальной форме

Λlτ (ψ) =
3h4

8
[νI∗31(ψ) + (1− ν)K∗

31(ψ)]

× (λ+ cosψ)2−τ sinτ ψ(τ = 0−2),

(13)

где

I∗31(ψ)=[11q21+(5Ω2−4)q3−10 iΩq1
√
q2 sinψ]l0(ψ)

+ [10(3 − Ω2)q1q2 sinψ + 10 iΩ
√
q2(q

2
1 − q3)]l1(ψ)

+ [11q3q2 +
(

5Ω2−4
)

q21q2 + 10 iΩq1q
3/2
2 sinψ]l2(ψ)

и

K∗
31(ψ) =

[

11q21 −
3

2
q3

]

l0(ψ) + 25q1q2 sinψ l1(ψ)

+
[

11q3q2 −
3

2
q21q2

]

l2(ψ),
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Рис. 1. Зависимость критического значения начального вириального отношения от параметра вращения дисковой
нестационарной модели (4) для лопсайдной моды (3; 1) при ν = 0.5. Область неустойчивости заштрихована. Здесь
A (0.177; 0.683), B (0.712; 0.419), C (0.742; 0.734), a = 0.050, b = 0.540, c = 0.743, d = 0.749.

причем h1 =
1

1 + λ cosψ
, q1 = λ+ cosψ,

q2 = 1− λ2, q3 = q2 sin
2 ψ.

Неизвестные функции в правой части (13) имеют
следующий вид:

lτ (ψ) =

∫ ψ

−∞
(1 + λ cosψ1)

3 S (ψ,ψ1)A31 (ψ1)

× (λ+ cosψ1)
2−τ (sinψ1)

τ dψ1.

НАДУ (13) есть система трех дифференциаль-
ных уравнений второго порядка. Так как здесь
искомые функции являются комплексными, то раз-
деляя каждую из них на реальную и мнимую
части, получаем систему из 12 дифференциаль-
ных уравнений первого порядка. Она не поддает-
ся аналитическому рассмотрению и поэтому бы-
ла решена нами численно. При этом мы исполь-
зуем метод устойчивости периодических решений
(Malkin, 1958), а именно: задавая последовательно
начальные условия в виде одной строки единич-
ной матрицы, выполняем интегрирование до точки
ψ = 2π. Таким путем мы получаем характеристи-
ческое уравнение из решений в точке 2π. В ходе
этих численных расчетов, меняя значения пара-
метров вращения Ω, суперпозиции ν и амплитуды
пульсации λ в интервале от 0 до 1, мы также
вычислили корни характеристического уравнения
для каждого случая. Если модуль одного из корней
характеристического уравнения больше единицы
при фиксированных значениях этих параметров,
то модель становится неустойчивой относительно

лопсайдной моды возмущения (3; 1). Таким обра-
зом, определены критические значения начального
вириального отношения (2T/|U |)∗0 и полученные
результаты представлены в виде критических диа-
грамм начального вириального отношения от пара-
метра вращения для различных значений парамет-
ра суперпозиции ν (см., например, рис. 1).

Анализ полученных результатов численного
расчета НАДУ (13) для ν = 0.5 показывает, что
при Ω = 0 в интервале значений начального вири-
ального отношения 0≤ (2T/|U |0 ≤ 0.654 неустой-
чивость моды (3; 1) носит апериодический харак-
тер, а в интервале 0.809 ≤ (2T/U |)0 ≤ 0.828 —
колебательный. А когда анизотропная дисковая
модель (4) начинает вращаться, наблюдается
только колебательная неустойчивость.

Как видно из критической диаграммы (рис. 1), в
интервале значения параметра вращения
0 < Ω < 0.177 внутри области неустойчивости
наблюдается «полуостров» устойчивости. С уве-
личением значений параметра вращения также
растет и основная область неустойчивости, то
есть наступление неустойчивости начинается при
больших значениях начального вириального от-
ношения. Здесь также заметим, что в диапазоне
0.5 < Ω < 0.54 область неустойчивости резко уве-
личивается до максимального значения начального
вириального отношения. Затем вращение в области
0.65 < Ω < 0.74 играет как бы стабилизирующую
роль. А начиная со значения параметра вращения
Ω≥ 0.749, анизотропная дисковая модель (4)
полностью неустойчива относительно данной лоп-
сайдной моды возмущений.
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3.2. Случай N = 5,m = 1

Этот случай явно относится к категории круп-
номасштабных мод возмущений, и неустойчивость
данной моды также вносит весомый вклад в яв-
ление смещения ядра от геометрического центра
системы. Для данной моды потенциал возмущения

имеет следующий вид:

δΦ = A51(ψ)r
4(x+ iy). (14)

Подставляя (14) в (6), напишем данное ин-
тегральное представление решения по отдельным
компонентам вектора δ̄r :

δx =

∫ ψ

−∞
Π3 (ψ1)S (ψ,ψ1)A51 (ψ1)

[

4x1
(

x21 + y21
)

(x1 + iy1) +
(

x21 + y21
)2
]

dψ1,

δy =

∫ ψ

−∞
Π3 (ψ1)S (ψ,ψ1)A51 (ψ1)

[

4y1
(

x21 + y21
)

(x1 + iy1) + i
(

x21 + y21
)2
]

dψ1.

Переходя к расчету отклика плотности и сопоставляя полученный результат с теоретическим, находим
НАДУ моды (5; 1) для дисковой модели (4) в дифференциальной форме:

Λγτ (ψ) =
15

64
[νI∗51(ψ) + (1− ν)K∗

51(ψ)] (λ+ cosψ)4−τ sinτ ψ (τ = 0−4). (15)

Здесь I∗51(ψ) = (29b41 cos
4 ψ − b2 cos

3 ψ sinψ + b3 cos
2 ψ sin2 ψ − b4 cosψ sin3 ψ + b5 sin

4 ψ)γ0(ψ)

+ [116b41 cos
3 ψ sinψ + b2(q1 cos

3 ψ − 3 cos2 ψ sin2 ψ) + 2b3(cosψ sin3 ψ − q1 cos
2 ψ sinψ)

+ b4(3q1 cosψ sin2 ψ − sin4 ψ)− 4b5q1 sin
3 ψ]γ1(ψ) + [174b41 cos

2 ψ sin2 ψ

− 3b2(cosψ sin3 ψ − q1 cos
2 ψ sinψ) + b3(sin

4 ψ − 4q1 cosψ sin2 ψ + q21 cos
2 ψ)

+ 3b4(q1 sin
3 ψ − q21 cosψ sinψ) + 6b5q

2
1 sin

2 ψ]γ2(ψ) + [116b41 cosψ sin3 ψ

+ b2(3q1 cosψ sin2 ψ − sin4 ψ)− 2b3(q1 sin
3 ψ − q21 cosψ sinψ) + b4(q

3
1 cosψ − 3q21 sin

2 ψ)

− 4b5q
3
1 sinψ]γ3(ψ) + [29b41 sin

4 ψ + b2q1 sin
3 ψ + b3q

2
1 sin

2 ψ + b4q
3
1 sinψ + b5q

4
1]γ4(ψ)

и

K∗
51(ψ) = [29p41 cos

4 ψ − p2 cos
3 ψ sinψ + p3 cos

2 ψ sin2 ψ − p4 cosψ sin3 ψ + p5 sin
4 ψ]γ0(ψ)

+ [116p41 cos
3 ψ sinψ + p2(q1 cos

3 ψ − 3 cos2 ψ sin2 ψ) + 2p3(cosψ sin3 ψ − q1 cos
2 ψ sinψ)

+ p4(3q1 cosψ sin2 ψ−sin4 ψ)−4p5q1 sin
3 ψ]γ1(ψ) + [174p41 cos

2 ψ sin2 ψ−3p2(cosψ sin3 ψ

− q1 cos
2 ψ sinψ)+p3(sin

4 ψ−4q1 cosψ sin2 ψ+q21 cos
2 ψ)+3p4(q1 sin

3 ψ−q21s cosψ sinψ)

+ 6p5q
2
1 sin

2 ψ]γ2(ψ) + [116p41 cosψ sin3 ψ+p2(3q1 cosψ sin2 ψ−sin4 ψ)− 2p3(q1 sin
3 ψ

− q21 cosψ sinψ)+p4(q
3
1 cosψ−3q21 sin

2 ψ)−4p5q
3
1 sinψ]γ3(ψ)+[29p41 sin

4 ψ+p2q1 sin
3 ψ

+ p3q
2
1 sin

2 ψ + p4q
3
1 sinψ + p5q

4
1]γ4(ψ),причем

b1 = h1, b2 = (28iΩ − 116c)
√
q2b

5
1, b3 = (174c2 + 98Ω2 − 68− 84icΩ)q2b

6
1,

b4 = (136c − 196cΩ2 − 116c3 + 84iΩ3 − 56iΩ + 84ic2Ω)b71q
3/2
2 ,

b5 = (8− 28Ω2 + 21Ω4 − 68c2 + 98c2Ω2 + 29c4 − 84icΩ3 + 56icΩ− 28ic3Ω)b81q
2
2 ,

p1 = h1, p2 = −116c
√
q2p

5
1, p3 = (174c2 − 19)q2p

6
1, p4 = (38c − 116c3)p71q

3/2
2 ,

p5 =

(

9

16
− 19c2 + 29c4

)

p81q
2
2 .

Неизвестные функции γτ (ψ) определяются следующим образом:

γτ (ψ) =

∫ ψ

−∞
(1 + λ cosψ1)

3 S (ψ,ψ1)A51 (ψ1) (λ+ cosψ1)
4−τ (sinψ1)

τ dψ1.
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НАДУ (15) представляет собой систему из пяти
дифференциальных уравнений второго порядка.
С помощью численных результатов интегриро-
вания (15) построены критические диаграммы
начального вириального отношения от параметра
вращения при различных значениях параметра
суперпозиции ν. Для примера на рис. 2 приведен
случай ν = 0.5. Как видно на данной критической
диаграмме моды (5; 1), при малых значениях
параметра вращения внутри неустойчивой области
наблюдается «полуостров» устойчивости, как и
в моде (3; 1). Анализ полученных результатов
показывает, что при Ω = 0 данный «полуостров»
разделяет зоны с разными типами неустойчиво-
стей: в одной области 0.484 < (2T/|U |)0 ≤ 0.499
имеет место колебательная неустойчивость, а в
другой 0≤ (2T/|U |)0 ≤ 0.468 — апериодическая.
Но когда Ω 6= 0, мы имеем дело только с ко-
лебательной неустойчивостью, несмотря на то,
что наблюдаемый «полуостров» продолжается до
значения Ω = 0.052. Здесь также с увеличением
параметра вращения системы область неустой-
чивости плавно возрастает с дополнительными
ответвлениями, «верхушки» которых находят-
ся в точках S1, S2 и S3. Однако в диапазоне
значений 0.787 < Ω < 0.850 параметр вращения
модели (4) играет как бы стабилизирующую роль.
Заметим, что в интервалах 0.208 < Ω < 0.380 и
0.439 < Ω < 0.517 у нас появляются «острова»
устойчивости в виде треугольников. Наконец, на-
чиная со значения параметра вращения Ω≥ 0.850,
данная анизотропная модель полностью неустой-
чива относительно исследуемой моды возмуще-
ния (5; 1).

4. АНАЛИЗ НЕУСТОЙЧИВОСТИ
КОЛЛАПСИРУЮЩЕЙ ГАЛАКТИКИ

Для изучения проблемы формирования лоп-
сайдной структуры на фоне сферически коллапси-
рующей галактики мы берем нелинейно неравно-
весную модель (Nuritdinov, 1993):

ΨS = ρ(t)Π4(πRΩ0)
−2f−

1
2χ(f)[1

+ Ω rv⊥ sin θ sin η(Ω0R
2
0)],

(16)

где

f =
(

1− r2/R2
)

(

Ω2
0R

2

Π4
− v2⊥

)

−
(

vr +Ω0 λ sinψr/
[

(1− λ2)
1
2Π2

])2
,

причем Ω0 — угловая скорость вращения частицы
в системе, а все остальные обозначения подроб-
но описаны в работах Nuritdinov (1991; 1993).

При λ = 0 мы имеем случай равновесной модели
(Camm, 1952).

На основе общего принципа вывода НАДУ в
работах Nuritdinov (1991; 1993) получено следу-
ющее уравнение в общем виде для малых возму-
щений на фоне нестационарной сферической моде-
ли (16):

1

6
a(ψ)Π3(ψ) =

1

N(N + 1)
F1N (ψ)

+ imΩ
(N − 2)!

(N + 2)!
F2N (ψ).

(17)

Здесь

F1N (ψ) =

∫ ψ

−∞
WN−1E (ψ,ψ1)

dPN (cosh)

d(cosh)
dψ1,

W =
1 + λ cosψ1

1 + λ cosψ
,

F2N (ψ)=

∫ ψ

−∞
WN−1E (ψ,ψ1) sinh

d2PN (cosh)

d(cosh)2
dψ1,

причем

sinh =
(

1− λ2
)

1
2 [(1 + λ cosψ) (1 + λ cosψ1)]

−1

× ((cosψ + λ) sinψ1 − sinψ (cosψ1 + λ)) ,

cosh = ((1 + λ cosψ) (1 + λ cosψ1))
−1

× ((cosψ+λ)(cosψ1+λ) + (1−λ2) sinψ sinψ1).

Ниже мы с помощью НАДУ (17) изучаем пробле-
му формирования лопсайдного образования в га-
лактиках путем анализа гравитационных неустой-
чивостей соответствующей структурной моды воз-
мущения на фоне нелинейно нестационарной сфе-
рической модели (16).

4.1. Мода N = 3;m = 1

С помощью (17) мы имеем следующий НАДУ
для данной лопсайдной моды:

a31(ψ) =
3

4(1 + λ cosψ)7

× {
(

4c2 − e2 s2
)

η0(ψ) + 10 e2csη1(ψ)

+ e2
(

4e2s2 − c2
)

η2(ψ)− iΩe[csη0(ψ)

−
(

c2 − e2 s2
)

η1(ψ)− e2csη2(ψ)]},
где c = λ+ cosψ, e2 = 1− λ2, s = sinψ, причем
ητ (ψ) являются неизвестными функциями и имеют
следующий вид:

ητ (ψ) =

∫ ψ

−∞
(1 + λ cosψ1)

3 S (ψ,ψ1)

× a31 (ψ1) (λ+ cosψ1)
2−τ sinτ ψ1 dψ1.
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Рис. 2. Зависимость критического значения начального вириального отношения от параметра вращения дисковой
нестационарной модели (4) для лопсайдной моды (5;1) при ν = 0.5. Здесь A (0.023; 0.496), B (0.052; 0.470), C (0.280;
0.417), D (0.380; 0.519), E (0.413; 0.574), G (0.439; 0.450), K (0.517; 0.499), L (0.648; 0.657), M (0.826; 0.484), a = 0.787,
b = 0.850.
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Рис. 3. Зависимость критического значения началь-
ного вириального отношения от параметра вращения
сферической нестационарной модели (16) для лоп-
сайдной моды (3;1). Область неустойчивости заштри-
хована.

Если перейдем к дифференциальной форме (Nurit-
dinov, 1993), то имеем следующее:

Λητ (ψ) = a31(ψ)(1 + λ cosψ)3

× (λ+ cosψ)2−τ sinτ ψ (τ = 0−2).
(18)

НАДУ (18) — система трех дифференциальных
уравнений второго порядка и, естественно, не под-
дается аналитическому рассмотрению. Поэтому
она была исследована нами методом устойчивости

периодических решений (Malkin, 1958) численно.
Результаты численного исследования НАДУ (18)
приведены в виде критической диаграммы началь-
ного вириального отношения от параметра вра-
щения сферической нестационарной модели (16)
(рис. 3).

Анализ полученных численных результатов
показывает, что при угловой скорости вращения
диска Ω = 0 в области 0≤ (2T/|U |)0 ≤ 0.280 име-
ется апериодическая неустойчивость, а в интервале
0.281 ≤ (2T/|U |)0 ≤ 0.446 — колебательная, на
что указывают комплексно сопряженные корни
характеристического уравнения, составленного из
решения НАДУ (18) в точке ψ = 2π методом
устойчивости периодических решений (Malkin,
1958). А когда модель является вращающейся,
отмечается наличие лишь колебательной неустой-
чивости. Как видно из рис. 3, с увеличением
параметра вращения сферической модели (16)
область неустойчивости плавно возрастает. Но
когда параметр вращения модели стремится к
своему максимальному значению, то внутри об-
ласти неустойчивости наблюдается «полуостров»
устойчивости в виде треугольника.

4.2. Moдa N = 5;m = 1

Подставляя N = 5 и m = 1 в (17), получим
следующий НАДУ для данной лопсайдной моды
возмущения на фоне модели (16):
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Λµτ (ψ) = a51(ψ)(1 + λ cosψ)3 × (λ+ cosψ)4−τ sinτ ψ (τ = 0−4), (19)

где

a51(ψ) =
3

8(1 + λ cosψ)11
{ (

8c4 − 12c2e2s2 + e4s4
)

µ0(ψ) + 28e2c s
(

2c2 − e2s2
)

µ1(ψ)

+ 2e2
(

51e2s2c2−6c4−6e4s4
)

µ2(ψ)+28e4c s
(

2e2s2−c2
)

µ3(ψ)+e
4
(

c4−12e2s2c2+8e4s4
)

µ4(ψ)

+ iΩe
[

c s
(

e2s2 − 2c2
)

µ0(ψ) +
(

2c4 − 9e2c2s2 + e4s4
)

µ1(ψ) + 9e2cs
(

c2 − e2s2
)

µ2(ψ)

+ e2
(

9e2c2s2 − c4 − 2e4s4
)

µ3(ψ) + e4c s
(

2e2s2 − c2
)

µ4(ψ)
]}

,

причем

µτ (ψ) =

∫ ψ

−∞
(1 + λ cosψ1)

3 S (ψ,ψ1) a51 (ψ1) (λ+ cosψ1)
4−τ sinτ ψ1 dψ1.
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Рис. 4. Зависимость критического значения началь-
ного вириального отношения от параметра вращения
сферической нестационарной модели (16) для лоп-
сайдной моды (5; 1).

С помощью численного анализа НАДУ (19)
методом устойчивости периодических решений
(Malkin, 1958) построены критические зависимо-
сти между начальным вириальным отношением
(2T/|U |)0 и параметром вращения Ω модели (16)
(рис. 4). Критическая диаграмма моды (5; 1) на
рис. 4 показывает, что область неустойчивости
очень медленно увеличивается с ростом значений
параметра вращения сферической модели (16) и
область устойчивости относительно больше, чем в
случае моды (3; 1). Таким образом, неустойчивость
лопсайдной моды (5; 1) очень слабо зависит от
степени вращения модели. Также с помощью
анализа полученных результатов численного рас-
чета НАДУ (19) мы выявили, что неустойчи-
вости невращающейся модели (16) при малых
и умеренных значениях начального вириального

отношения физически различаются: в области
0≤ (2T/|U |)0 ≤ 0.132 происходит неустойчивость
радиальных орбит, а при его умеренных значениях
(0.132 < (2T/|U |)0 ≤ 0.187) мы имеем дело с
колебательно-резонансной неустойчивостью. А
когда модель (16) имеет вращение, наблюдается
только колебательная неустойчивость.

5. СРАВНЕНИЕ ЛОПСАЙДНЫХ
НЕУСТОЙЧИВОСТЕЙ

В ходе численных расчетов НАДУ лопсайдных
мод возмущений для каждого значения λ также вы-
числялись соответствующие значения инкрементов
неустойчивостей по формуле

Incr =
ln (|kmax|)
P (λ)

,

где ln |kmax| — натуральный логарифм от наи-
большего значения модуля корня характеристиче-
ского уравнения. Отметим, что эти инкременты да-
ют нам, в частности, характерные времена прояв-
ления соответствующих неустойчивостей. Исходя
из этого, мы построили зависимости инкрементов
неустойчивостей лопсайдных мод от начального
вириального отношения при различных значениях
параметра вращения модели.

Прежде всего, интересно сравнить инкременты
неустойчивостей лопсайдных мод возмущений на
фоне нелинейно нестационарной дисковой моде-
ли (4). Как видно из рис. 5, на фоне дисковой моде-
ли мода (3; 1) всегда доминирует над модой (5; 1).
Таким образом, можно заключить, что в среднем
мода (3; 1) является более неустойчивой по срав-
нению с модой (5; 1). В то же время заметим, что
мода (3; 1) имеет относительно широкий диапазон
значений начального вириального отношения, где
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Рис. 5. Сравнение инкрементов неустойчивостей лопсайдных мод возмущений (3; 1) и (5; 1) на фоне нелинейно
нестационарной дисковой модели (4) для различных значений параметра вращения Ω.

формируется лопсайдная структура, по сравнению
с модой (5; 1).

Для сравнительного анализа устойчивости дис-
ковой (4) и сферической (16) нелинейно неста-
ционарных моделей относительно неустойчивостей
лопсайдной моды возмущений мы также построили
графики зависимостей инкрементов неустойчиво-

сти от начального вириального отношения моде-
лей при различных значениях параметра вращения
системы (рис. 6). На этих графиках сразу бро-
сается в глаза то, что лопсайдная мода является
неустойчивой преимущественно в нестационарном
диске (4) по сравнению с такой неустойчивостью в
сферической неравновесной модели (16).
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Рис. 6. Сравнение инкрементов неустойчивостей лопсайдной моды (3; 1) на фоне нелинейно нестационарных дисковой (4)
при ν = 1 и сферической (16) моделей для различных значений параметра вращения Ω.

Сравнение этих моделей относительно неустой-
чивости лопсайдной моды возмущений представля-
ет своеобразную картину. Рисунок 6 также показы-
вает, что с увеличением значений параметра вра-
щения системы на фоне неравновесной сфериче-
ской модели (16) темп проявления неустойчивости
возрастает очень медленно по сравнению с темпом
в модели нестационарного диска (4). Точно так

же при увеличении значения параметра вращения
интервал значений начального вириального отно-
шения для формирования лопсайдной стркутуры в
нестационарной дисковой модели стремится охва-
тить весь диапазон возможных его значений, когда
наблюдается, что рост данного интервала очень
слабо зависит от степени вращения сферической
модели. Также отметим, что обе невращающие-
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ся сферическая и дисковая неравновесные моде-
ли обладают чередующимися областями неустой-
чивостей с периодическим и апериодическим ха-
рактерами в зависимости от значений начального
вириального отношения. Но когда модели имеют
вращение, то наблюдается только колебательная
неустойчивость.

Таким образом, полученные результаты срав-
нительного анализа показывают, что физика
неустойчивости лопсайдных мод возмущений на
фоне нелинейно нестационарных моделей са-
могравитирующих систем носит сложный ха-
рактер в зависимости от значения начального
вириального отношения и параметра вращения
моделей. Установлено, что на фоне нестационарной
дисковой модели (4) возможность формирования
лопсайдной структуры всегда больше, чем на
фоне сферической неравновесной модели (16),
независимо от значений начального вириального
отношения (2T/|U |)0 и параметра вращения Ω.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Здесь кратко перечислим полученные основные
результаты:

1. Для исследования проблемы формирования
лопсайдной структуры в спиральных галактиках
построена нелинейно нестационарная дисковая
модель с анизотропной диаграммой скоростей. По-
лучены НАДУ для крупномасшабных лопсайдных
мод возмущений в рамках данной дисковой модели.

2. На основе численных расчетов полученных
нами НАДУ построены критические диаграммы
начального вириального отношения от параметра
вращения модели (4) для рассмотренных лопсайд-
ных мод возмущений.

3. Найдены критические значения для парамет-
ров дисковой модели, при которых наблюдается
сложный резонансный эффект и в результате чего
неустойчивость лопсайдных мод доминируют во
всем диапазоне значений начального вириального
отношения системы.

4. Выявлены механизмы и критерии происхож-
дения явления смещения ядра на фоне нелинейно
нестационарной дисковой модели.

5. Сравнительный анализ инкрементов гравита-
ционной неустойчивости лопсайдных мод возмуще-
ний (3; 1) и (5; 1) на фоне дисковой нелинейно пуль-
сирующей модели (4) показывает, что в среднем
мода (3; 1) является более неустойчивой по срав-
нению с модой (5; 1). В то же время заметим, что
мода (3; 1) имеет относительно широкий диапазон
значений начального вириального отношения, где
формируется лопсайдная структура, по сравнению
с модой (5; 1).

6. Для выяснения зависимости лопсайдного эф-
фекта от геометрии гравитирующей системы полу-
чены результаты анализа проблемы гравитацион-
ной неустойчивости лопсайдных мод возмущений
также и в рамках сферической пульсирующей мо-
дели.

7. Проведен сравнительный анализ дисковой (4)
и сферической (16) нелинейно нестационарных мо-
делей относительно гравитационных неустойчиво-
стей лопсайдных мод возмущений. Установлено,
что с увеличением значений параметра вращения
системы на фоне неравновесной сферической мо-
дели темп проявления неустойчивости лопсайд-
ных мод возмущений возрастает очень медленно
по сравнению с темпом в модели нестационарно-
го диска. Точно так же при увеличении значения
параметра вращения интервал значений началь-
ного вириального отношения для формирования
лопсайдной структуры в нестационарной дисковой
модели стремится охватить весь диапазон возмож-
ных его значений, причем наблюдается, что рост
данного интервала очень слабо зависит от степени
вращения сферической модели.

8. Выявлено, что обе (сферическая и дисковая)
неравновесные модели в случае отсутствия враще-
ния обладают чередующимися областями неустой-
чивостей с периодическим и апериодическим ха-
рактерами в зависимости от значений начально-
го вириального отношения. Однако при вращении
моделей мы имеем дело только с колебательной
неустойчивостью.

9. Установлено, что в рамках нестационарной
дисковой модели (4) вероятность формирования
лопсайдальной структуры всегда больше, чем при
сферической неравновесной модели (16), незави-
симо от значений начального вириального отноше-
ния (2 T/|U |)0 и параметра вращения Ω.

10. Показано, что физика неустойчивости
лопсайдных мод возмущений в рамках нелиней-
но нестационарных моделей самогравитирующих
систем носит сложный характер в зависимости
от значения начального вириального отношения и
параметра вращения системы.
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On the Theory of Formation of Lopsided Spiral Galaxies
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In this paper, the phenomenon of lopsidedness associated with the observed effect of displacement of the
core of a spiral galaxy from its geometric center is explained by the gravitational instability of individual
perturbation modes. The main ones are perturbation modes with radial wave numbers N = 3 and N = 5,
where the azimuthal index is m = 1. Unlike other authors, we studied the lopside instability phenomenon
against the background of a non-stationary model of a nonlinearly pulsating disk. The mechanisms and
criteria for the origin of the phenomenon of displacement of the core in spiral galaxies are revealed. In
addition, to determine the dependence of this effect on the geometry of the gravitating system, we also
carried out an analysis of lopsided perturbation modes in the framework of a spherical nonstationary model.

Keywords: instabilities—methods: numerical—galaxies: disk—galaxies: formation
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